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O conceito de estado 

As descrições I/O não são capazes descrever o 

comportamento dos sistemas não relaxados 

A saída de um sistema não relaxado depende 

não apenas da entrada mais de um conjunto de 

condições iniciais 

O estado de um sistema em um instante 𝒕𝟎 é o 

conjunto de informações em 𝒕𝟎 que, 

juntamente com a entrada do sistema, 

determina de forma única o comportamento do 

sistema ∀𝒕 ≥ 𝒕𝟎 



O conceito de estado 

As descrições I/O não são capazes descrever o 

comportamento dos sistemas não relaxados 
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ESTADOS! 



Equações Dinâmicas 

Considere um sistema cujo vetor de estados é 

𝐱 𝑡 ∈ ℝ𝑛, vetor de entradas é 𝐮 𝑡 ∈ ℝ𝑝, e vetor 

de saídas é 𝐲 𝑡 ∈ ℝ𝑞 

A equação dinâmica de um sistema Ω é o 

conjunto de equações que descrevem a relação 

única entre entrada, saída e estados: 

Ω:  
𝐱 𝑡 = 𝐡 𝐱 𝑡 , 𝐮 𝑡 , 𝑡
𝒚 𝑡 = 𝐠 𝐱 𝑡 , 𝐮 𝑡 , 𝑡
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Equação 

de saída 



Equações Dinâmicas 

Ω:  
𝐱 𝑡 = 𝐡 𝐱 𝑡 , 𝐮 𝑡 , 𝑡
𝐲 𝑡 = 𝐠 𝐱 𝑡 , 𝐮 𝑡 , 𝑡

  

Se o sistema for linear: 

Ω:  
𝐱 𝑡 = 𝐀 𝑡 𝐱 𝑡 + 𝐁 𝑡 𝐮 𝑡
𝐲 𝑡 = 𝐂 𝑡 𝐱 𝑡 + 𝐃 𝑡 𝐮 𝑡

  

Se o sistema for LIT: 

Ω:  
𝐱 𝑡 = 𝐀𝐱 𝑡 + 𝐁𝐮 𝑡
𝐲 𝑡 = 𝐂𝐱 𝑡 + 𝐃𝐮 𝑡

 

Onde as dimensões de 𝐀 é 𝑛 × 𝑛, 𝐁 é 𝑛 × 𝑝, 𝐂 é 

𝑞 × 𝑛, e 𝐃 é 𝑞 × 𝑝,  



Mudanças de Representação 

EDO para TF: 

𝑎𝑛

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑦 𝑡 + 𝑎𝑛−1

𝑑𝑛−1

𝑑𝑡𝑛−1
𝑦 𝑡 + ⋯ + 𝑎1

𝑑

𝑑𝑡
𝑦 𝑡 + 𝑎0𝑦 𝑡

= 𝑏𝑚

𝑑𝑚

𝑑𝑡𝑚
𝑢 𝑡 + 𝑏𝑚−1

𝑑𝑚−1

𝑑𝑡𝑚−1
𝑢 𝑡 + ⋯ + 𝑏1

𝑑

𝑑𝑡
𝑢 𝑡 + 𝑏0𝑢 𝑡  

Com a transformada de Laplace: 

𝑎𝑛𝑠𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑠𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝑠 + 𝑎0 𝑌 𝑠
= 𝑏𝑚𝑠𝑚 + 𝑏𝑚−1𝑠𝑚−1 + ⋯+ 𝑏1𝑠 + 𝑏0 𝑈 𝑠  

Finalmente: 

𝐻 𝑠 =
𝑌 𝑠

𝑈 𝑠
=

𝑏𝑚𝑠𝑚 + 𝑏𝑚−1𝑠𝑚−1 + ⋯+ 𝑏1𝑠 + 𝑏0

𝑎𝑛𝑠𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑠𝑛−1 + ⋯+ 𝑎1𝑠 + 𝑎0
 



Mudanças de Representação 

EDO para SS: 
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑦 𝑡 + 𝑎𝑛−1

𝑑𝑛−1

𝑑𝑡𝑛−1
𝑦 𝑡 + ⋯ + 𝑎1

𝑑

𝑑𝑡
𝑦 𝑡 + 𝑎0𝑦 𝑡

= 𝑏𝑚

𝑑𝑚

𝑑𝑡𝑚
𝑢 𝑡 + 𝑏𝑚−1

𝑑𝑚−1

𝑑𝑡𝑚−1
𝑢 𝑡 + ⋯ + 𝑏1

𝑑

𝑑𝑡
𝑢 𝑡 + 𝑏0𝑢 𝑡  

Assumindo que 𝑚 = 𝑛, podemos definir: 

𝐀 =

0 1 … 0
0 0 … 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 … 1

−𝑎1 −𝑎2 … −𝑎𝑛

, 𝐁 =

𝛽𝑛−1

𝛽𝑛−2

⋮
𝛽1

𝛽0

, 𝐂 = 1 0 … 0 , 𝐃 = 𝛽𝑛 

Onde: 𝛽𝑛 = 𝑏𝑛,𝛽𝑛−1 = 𝑏𝑛−1 − 𝑎𝑛−1𝛽𝑛,𝛽𝑛−2 =
𝑏𝑛−2 − 𝑎𝑛−1𝛽𝑛−1 − 𝑎𝑛−2𝛽𝑛, 𝛽0 = 𝑏0 −  𝑎𝑗𝛽𝑛−𝑗

𝑛
𝑗=1  

 



Mudanças de Representação 

SS para TF: 

 
𝐱 𝑡 = 𝐀𝐱 𝑡 + 𝐁𝐮 𝑡
𝐲 𝑡 = 𝐂𝐱 𝑡 + 𝐃𝐮 𝑡

 

Com a transformada de Laplace: 

 
𝑠𝐗 𝑠 = 𝐀𝐗 𝑠 + 𝐁𝐔 𝑠
𝐘 𝑠 = 𝐂𝐗 𝑠 + 𝐃𝐔 𝑠

∴ 𝐗 𝑠 = 𝑠𝐈 − 𝐀 −1𝐁𝐔 𝑠  

Finalmente: 

𝐘 𝑠 = 𝐂 𝑠𝐈 − 𝐀 −1𝐁 + 𝐃 𝐔(𝑠) 

𝐇 𝑠 =
𝐘 𝑠

𝐔 𝑠
= 𝐂 𝑠𝐈 − 𝐀 −1𝐁 + 𝐃 



Computador Analógico 

Todo sistema com um número finito de estados 
pode ser simulado por meio de um computador 
analógico. 

Considere o sistema: 

 

𝑥 1
𝑥 2

=
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

𝑥1

𝑥2
+

𝑏11 𝑏12

𝑏21 𝑏22

𝑢1

𝑢2
 

𝑦1

𝑦2
=

𝑐11 𝑐12

𝑐21 𝑐22

𝑥1

𝑥2
+

𝑑11 𝑑12

𝑑21 𝑑22

𝑢1

𝑢2

 

Como esse sistema pode ser simulado por um 
computador analógico composto por 
amplificadores, capacitores e resistores? 



Linearização 

Considere o sistema dinâmico não linear Ω 

Ω:  
𝐱 𝑡 = 𝐡 𝐱 𝑡 , 𝐮 𝑡 , 𝑡
𝐲 𝑡 = 𝐠 𝐱 𝑡 , 𝐮 𝑡 , 𝑡

  

Admita um ponto de operação 𝐱0 𝑡 , 𝐮𝟎 𝑡  tais 

que:   

 
𝐱 0 𝑡 = 𝐡 𝐱0 𝑡 , 𝐮0 𝑡 , 𝑡

𝐲𝟎 𝑡 = 𝐠 𝐱0 𝑡 , 𝐮0 𝑡 , 𝑡
 

  Definindo 𝐱 𝑡 = 𝐱0 𝑡 + Δ𝐱 𝑡 , para Δ𝐱 𝑡  

suficientemente pequeno 

 



Linearização 

A dinâmica de Ω pode ser aproximada por série 
de Taylor em torno de 𝐱0 𝑡 , 𝐮𝟎 𝑡  : 

ΩL:  

𝚫𝐱 𝑡 =
𝜕𝐡

𝜕𝐱
 
𝐱0 𝑡 ,𝐮𝟎 𝑡

Δ𝐱 𝑡 +
𝜕𝐡

𝜕𝐮
 
𝐱0 𝑡 ,𝐮𝟎 𝑡

Δ𝐮 𝑡 + ⋯

𝚫𝐲 𝑡 =
𝜕𝐠

𝜕𝐱
 
𝐱0 𝑡 ,𝐮𝟎 𝑡

Δ𝐱 𝑡 +
𝜕𝐠

𝜕𝐮
 
𝐱0 𝑡 ,𝐮𝟎 𝑡

Δ𝐮 𝑡 + ⋯
  

Ou então, para 𝐀 =
𝜕𝐡

𝜕𝐱
 
𝐱0 𝑡 ,𝐮𝟎 𝑡

, 𝐁 =
𝜕𝐡

𝜕𝐮
 
𝐱0 𝑡 ,𝐮𝟎 𝑡

, 

𝐂 =
𝜕𝐠

𝜕𝐱
 
𝐱0 𝑡 ,𝐮𝟎 𝑡

 e 𝐃 =
𝜕𝐠

𝜕𝐮
 
𝐱0 𝑡 ,𝐮𝟎 𝑡

: 

ΩL:  
𝚫𝐱 𝑡 = 𝐀Δ𝐱 𝑡 + 𝐁Δ𝐮 𝑡
𝚫𝐲 𝑡 = 𝐂Δ𝐱 𝑡 + 𝐃Δ𝐮 𝑡

  



Descrição de Sistemas compostos 

 


