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e
Revisao

=O gue é um corpo (campo)?
=O que € um espaco vetorial (linear)
definido sobre um corpo?

=Conjunto de vetores LI e LD
=Dimensao de um espaco vetorial
=Conjunto gerador

=Bases e mudanca de base



e
Revisao

= Transformacoes Lineares

= Transformacoes de Similaridade
=Range, espaco nulo, nulidade e posto
=Autovalores e Autovetores

=Forma canonica de Jordan

=Funcoes de uma matriz quadrada



Corpo e Espaco Vetorial

= Definicao 1. Um campo F € um conjunto de
elementos denominados escalares e duas
operacoes denominadas adicao e multiplicacao
gue atendem as condicoes (Va, [,y € F):

at+peEFea-pETF,

a+f=F+aea-L=0"a;

(@a+B)+ty=a+B+y)e(a-B)-yv=a-(B-v);

a-B+y)=(a-B)+(a-y);

10, 1€ Fla+0=ael-a=a;

A(—a) e Fla+ (—a) =0;

B HDEFIB-B=1.

N o O R~ 0 DN PE



Corpo e Espaco Vetorial

= Definicdo 2. Um espaco vetorial (X, F) sobre um
campo F, consiste de um conjunto X de vetores,
um campo F e duas operacoes adicao vetorial e
multiplicacao por escalar que atendem as
condicoes (Va,f € F e X{,X,,X3 € X).

X +X, EXeaxq, € X;

X; + X, =X, +Xq;

(X1 +X3) + X3 = X1 + (X3 +X3);

3(—x4) € X|(—%1) + X, =0,

a(fxq) = (a - B)Xq;

a(x; +X,) = axy + ax, e (a + f)x; = ax, + x4

1x, = x4

N o U1 B~ DR



Subespacos

= Definicdo 3. Seja (X, F) um espaco vetorial e
Y c X. Entao, (Y, F) € um subespaco de (X, F)
se sob as operacoes de (X, F) Y define um
espaco vetorial sobre F, ou seja, (Va € F e

X1,X; € Y):
1. X1 + X (S y,
2. axq €Y;

3. 0€e.



Dependéncia Linear

= Definicao 4. Um conjunto de vetores
{X{,X5,...,X,,} € (X, F) édito linearmente
dependente se e somente se existe um conjunto
de escalares a4, a5, ..., a,, € F, onde ao menos
um € nao nulo e tais que:

a1X1 +aXo + -+ ayx, =0

= Caso contrario o conjunto {x4, X,, ..., X, } € dito

linearmente independente.

=O numero maximo de vetores LI em um espaco
vetorial € a dimenséao do espaco.



Conjunto Gerador

= Definicao 5. Um conjunto de vetores
{x1,X,,...,X,,} € (X,F) édito conjunto de
geradores de X se e somente se todos 0s
vetores de X podem ser escritos unicamente

como uma combinacéo linear de {x{, X,, ..., X, }:
vv e XI|{ay, ay, ..., a,} € FM a1 Xy + a,X, + -+ apX,, =V



Conjunto Gerador

= Definicao 6. Um conjunto de vetores
{e, €,,...,e,} € (X,F) edito base de X se e
somente se {e4, e,, ...,e,} € linearmente
dependente e € um conjunto gerador de X.

=Teorema 1. Em um espaco n-dimensional
gualqguer conjunto de n vetores linearmente
dependente se qualifica como base.



Representacao em relacao a uma base

= Definicao 7. Em um espaco vetorial (X, F) onde
a base {eq, e,, ..., e, } € escolhida, qualquer vetor
X € X pode ser escrito como combinacao linear
de {e,, e,, ..., e, } da seguinte forma:
X =ae; +ae, + -+ a,e,
e
a;
X = [e1 € .. en] | = [e1 € .. en]a
an_

onde a € denominada a representacéo de x em
relacdo a base {eq, e,, ..., e, }.




Mudanca de base

= Considere gue as representacoes de um vetor x
em (X,F) com relacao as bases {e,e,, ...,e, } e
{e;, €e,,...,e,} sao respectivamente a e a, ou

seja:
x=[e1 € .. ela=[e; € .. &]ua
=Qual a relacao entre a e a?
«Admita que p; = [P1i P20 - DPni]’ sejaa

representacao e; em relacao a base
{e,€e,,...,e,}.



Mudanca de base

= Pode-se escrever gue:

e1 e ... ey]=[e; e, .. e,][P1 P2 - Pn]
P11 P12 - Pin]
[e1 e .. e]=[e; €& .. €] P?1 Pzzz p?n
Pn1 Pn2 Pn3 Pnnl

€1 €2 .. ey]2]e; e .. e,]P

= De forma similar, pode-se definir:
[e1 e .. ey] 2[€1 € ... €,]Q




Mudanca de base

= Finalmente, a mudanca de base pode ser
realizada da seguinte forma:

x=[e; e .. e, ]Pa=[e; e, .. e,la
a=Pa
= De forma similar:
oa=Qu
= Analisando as equacoes anteriores, conclui-se

gue:
P=Q



Operadores Lineares

=Definicao 8. Uma funcéao L: (X, F) —» (Y,F) é um
operador linear se e somente se:
L{a;x1 + aXx3} = a; L{x1} + az L{x;,}
=Teorema 2. Sejam (X, F) e (Y, F) espacos
vetoriais n- e m-dimensionais sobre o mesmo
campo tais que {x{,X,, ...,X,} € {u;, u,,...,u,,}
sao bases de X e Y respectivamente. O
operador L: (X, F) = (Y,F) € unicamente
determinado pelos n pares de mapeamento
y; = LX; e pode ser representado por uma matriz
A (m X n) cuja i-ésima coluna € a representacao
de y; emrelacao a {u,u,, ..., u,, }.



Operadores Lineares

= Qualquer x € X pode ser expresso unicamente
por a;x; + a,X, + - + a,X,, € devido a
linearidade temos que:

LX = a1Lxy + a,Lxy + -+ a,LX,
= a1y1 t Ay2 + o+ ApYn

= Considere que representacao de y; em relacao

af{ug,u,, .., u,}é[a ay - ag]’, portanto:
LIX1 X3 .. Xp|l=[¥V1 Y2 - ¥nl



Operadores Lineares

= Ou ainda:
L[X1 Xz .. Xp]
a11 a12 ann aln
a21 azz ann aZn
=[u; U Unm|| : 3 :
_anl An2 Pn3 ann_




Operadores Lineares

= Desta forma, o operador linear y = Lx pode ser
escrito como:
B =Ax
=Onde a e B sao as representacoes de xey
respectivamente.

= Note que A € uma relacao entre representacoes
a e B e portanto temos diferentes representacoes
do operador para diferentes bases.

= Geralmente trabalharemos com transformacoes
L: (X, F) - (X, F)



-
Transformacoes de Similaridade
- Considere a transformacao L: (X, F) — (X, F)
onde {e,,e,,...,e,} e {€,,€,,..,€,} SA0 bases de

X, relativa as quais o operador linear apresenta
as representacoes A e A.

Qual arelacdo entre A e A?



Transformacoes de Similaridade

L

T y (= L(z))

[81 ez +-- en}a“ A - B (= Aa)
P Q P Q=P

[él €2 én}a’- A B(=‘i&-)




Produto Interno, normas e

Ortonormalizacao

= Definicdo 9. Atransformacao (x,y): (X, R) X
(X,R) - R é um produto interno se satisfizer as
condicoes (Va E R,V X,y,z € X):

1. (x,x)=0

2. xx)=0ex=0

3. (ax,y) = a(x,y)

4. (x+vy,z)=(y z)+(x,2z)
5. (xy)=(y,x)

= Definicao 10. Dolis vetores x,y € X nao nulos
sao ditos ortogonais se e somente se (x,x) = 0.



Produto Interno, normas e

Ortonormalidade

=Definicdo 11. Afuncao ||x||: (x,y): X — R é dita
norma se satisfizer as condicoes (Va € R,V X,y €
X):
1. x|| >0
2. X[=0x=0
3. Ix+yll < [Ix]l + llyll
4. lax|| = |ealllx]]

= Alguns exemplos de normas de vetores:

- Ixlly = Xl

Xllp = (TI lx[2)2

X|[lo == Max |xi|
1




Produto Interno, normas e

Ortonormalidade

= Definicdo 12. Um vetor x € dito normalizado se e
somente se sua norma euclidiana é igual a 1

(IIxll2 = 1).
= Definicao 13. Um conjunto de vetores

{x{,X,,...,X,} € dito ortonormal se as seqguintes
condicoes forem atendidas Vx;, Xx;:

]
L |lIxillz =0
Osei #j

2. (Xi;X2> — {1 sei =]
Dadaumamatriznxm,A=[a; a, .. apy],

comn = m. Se 0 conjunto de colunas de A e
ortonormal, entdo A'A =1,..



Equacoes Algébricas Lineares

= Considere o conjunto de equacoes algebricas
lineares (onde Aémxn,xénx1l,eyemx 1.
AX =y
= Definicao 14. O espaco definido pelas combinacao
lineares das colunas de A é denominado range
(imagem) de A. Sua dimensao € denominada posto
ou rank de A.

= Definicdo 15. Um vetor x € denominado vetor nulo
de A se Ax = 0. O conjunto composto por todos 0s
vetores nulos de A € denominado espaco nulo de
A. A dimensao do espaco nulo de A € denominada
nulidade de A.



Equacoes Algébricas Lineares

= Teorema 3. Considere a equacao algébrica linear
Ax=yondeAémXxn,xénx1l,eyémx1.Seja
n(A) a nulidade de A e p(A) o posto de A, entao:
n(A) =n—p(A)
= Teorema 4. Dados uma matriz A, m X n, € um vetor
y, m X 1, entdo um vetor x, n X 1, é solucao de
Ax = y se e somente se y pertence ao range de A:
p(A) =p(|A y])
= Alem disso, 3x, Vy, se e somente se A for rank
completo.



Autovalores e Autovetores

= Definicao 16. Um numero real ou complexo 1 é
denominado autovalor de uma matriz real A se e
somente se existe algum vetor x, denominado
autovetor, tal que Ax = Ax.

= Desta forma, os autovalores sao as raizes do
polindmio:
A1) = det(A — Al)
= O polindbmio A(1) € denominado o polindmio
caracteristico de A.

= Nota: se Ax = Ax tem menos solugoes
Independentes que a ordem de A, podem ser

encontrados os autovetores generalizados por meio
de (A—-—AD"x=0.



Autovalores e Autovetores

=Suponha que A;,i = 1,2,...,n sejam 0S
autovalores de A e sejam todos distintos. Seja q;
O autovetor associado a 4;.

= O conjunto de autovetores é LI e pode ser usado
como base. Desta forma:

e

Aq; =Aq; =91 d2 - dn] O

0



Autovalores e Autovetores

= De forma semelhante:

Aq; =4,q; =91 d2 - qn]

Ag, =1,9,=[9d1 92 - dn]




Autovalores e Autovetores

= Finalmente, pode-se obter uma matriz A:

A, 0 0 0
~ 10 4, 0 O
A= o 0 =~ 0
0 0 0 A,
= Através da transformacéao de similaridade:
A=Q1AQ

=Onde Q e igual a:
91 dz - dn]



Exerciclos

=Exemplo 1. Diagonalize as seguintes matrizes:

0 0 O
a) |1 0 2
0 1 1.
—1 1 1
b) 0 4 -13
0 1 0 |
1 0 -1
c) |0 1 O
0 0 2.




Exerciclos

= Exemplo 2. Encontre para as matrizes abaixo: 1) o
rank e a nulidade; ii) as bases do rank e do espaco
nulo; 1ii) encontre a solucao geral de Ax =Y.

0 1 O]
a) A=]|0 0 O
0 0 1.
4 1 -1
) A=[3 2 0
1 1 0.
1 2 3 4
c) A=|0 -1 -2 2
0 0 0 1




Funcoes de uma matriz quadrada

=Teorema 5 (Teorema de Cayley-Hamilton).
Dados uma matriz A, n X n, e seu polinbmio
caracteristico:

AD) ="+ A"+ +a, A+a,
= A matriz A satisfaz seu proprio polindmio

caracteristico. Ou seja:
AAD ) =A"+aq A" 1+ +a,_ A+a,]1=0

= O teorema acima pode ser usado para encontrar
qualquer A™ e



Funcoes de uma matriz quadrada

= Qualquer funcéao polinomial f(A) pode ser

expressa por:

f(A) =agl+ A+ -+ a,_ A" 1
= Podemos reescrever f(1) como uma divisao:
f() =q)AR) + h(1)

= Entao, f(A) é:

f(A) = q(A)A(A) + h(A) = q(A)0 + h(A)=h(A)
= Onde:

h(2) = Bo + 1A + -+ B AMH



-
Funcoes de uma matriz quadrada

= Teorema 6. Dadas uma fungao f (1) e uma matriz A,
n X n, cujo polinOmio caracteristico é:
m

A(R) = H(A — A

= Onde n = )/, n;. Define-se:
h(d) = By + f1A+ -+ B A"
= Tal que todo B; pode ser calculado através do
segmqte conjunto de equacoOes (paral = 0,. -1
ei=
fO@®) =hP@)
= Entdo h(A) é dito igual a f(1) no espectro de A:
f(A) = h(A)



