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Resposta no espaco de estados

= Considere o sistema LTI em espaco de estados
abaixo:
x(t) = Ax(t) + Bu(t)
{y(t) = Cx(t) + Du(¢)
« Premultiplicando por e~4t dos dois lados da
equacao de estado:
e Atx(t) = e M Ax(t) + e Bu(t)
=Ou ainda:

%(e““x(t)) = e A'Bu(t)



Resposta no espaco de estados

= Integrando ambos os lados de 0 a t:

. t
e Atx(t) = f e ATBu(1)dr
0

7=0

= Finalmente:
t

e Atx(t) —x(0) = f e ATBu(7)dr

0
t

x(t) = e4tx(0) + f eAt-DBu(1)dt
0



Resposta no espaco de estados

= A saida pode ser calculada substituindo a

expressao anterior na equacao de saida:
t

y(t) = Ce4tx(0) + Cf eAt-DBu(7)dr + Du(t)
0

= O célculo da resposta no dominio do tempo exige

o célculo de e?t que pode ser calculada por:

- Encontrando um polinémio k(1) que seja igual a e*t no espectro
de A;

- Usando a forma de Jordan de A: eAt = QeAtQ-1
- Usando uma soma infinita de poténcias
- et = L{(s - A)~1}



A Matriz de Transicao de Estados

= A matriz de transicao de estados € definida por:
d(t) = et
= Portanto:
x(t) = d(t)x(0) + I'(t)

=Onde I'(t) € a convolucao da matriz de transicao
de estados com Bu(t):

t
I‘(t)fo d(t — 7)Bu(7r)dr



A Matriz de Transicao de Estados

=0 termo ®(t)x(0) € denominado solucao a
entrada nula

E otermo I'(t) é a solucéo a estados nulos
= Portanto, a resposta y(t):
y(t) = CP(t)x(0) + CI'(t) + Du(t)

= A matriz ®(t) atende as seguintes propriedades:
1. @) =1
2. ®d(=t) = d1(t) - x(—t) = d~1(t)x(0)
3. @(t)D(ty) = P(t1 + t)



Representacoes no espaco de estado

= Qual o efeito da mudanca de base em:
x(t) = Ax(t) + Bu(t)
{y(t) = Cx(t) + Du(t)
= Definindo-se X = Px onde P € uma matrizn X n
nao-singular:
{P-li(t) = AP71X(t) + Bu(t) s {i(t) = PAP~!X(¢t) + PBu(t)
y(t) = CP7IX(t) + Du(t) y(t) = CP~1X(t) + Du(t)
«Ou ainda, para A = PCP~1,B=PB,C = CP 1,
eD =D:
X(t) = AX(t) + Bu(t)
y(t) = CX(t) + Du(t)



e
Estabilidade

= Existem diferentes conceitos de estabilidade
aplicaveis a diferentes contextos e classes de

sistemas:

- Estabilidade assintotica

- BIBO Estabilidade

- Estabilidade de pontos de equilibrio
- Estabilidade exponencial

- Estabilidade interna

- Estabilidade entrada-saida



e
Estabilidade

= Considere o sistema LTI SISO de ordem n,
causal e relaxado em t = 0, cuja resposta ao
impulso é g(t), e sua funcao de transferéncia
propria é G(s) abaixo, onde m; € a multiplicidade
do i-ésimo polo e Z?jl m; = n:

Tlp 1
i=1 l




e
Estabilidade

= A resposta desse sistema pode ser calculada por:

00

y(t) = f g(@u(t —1)dr

t
= Cf eA-DBy(t)dt + Du(t)
0

= A solucao natural y,, (t) pode ser calculada por:
np m;



e
BIBO Estabilidade

= Definicdo 1. Um sistema relaxado € BIBO
estavel se para gqualquer entrada limitada a saida
também for limitada:

lu(®)| < U< oo - |y(t)| <Y <oo,Vt >0

=Teorema 1. Um sistema LTI SISO causal e
relaxado é BIBO estavel se e somente se sua
resposta ao impulso for absolutamente integravel
no intervalo [0, o).

= Teorema 2. Um sistema LTI SISO causal e
relaxado & BIBO estavel se e somente todos o0s
seus polos tem parte real nao-positiva.



Estabilidade de pontos de equilibrio

= Um ponto de equilibrio x,, € alcangado quando o
campo vetorial € nulo (x = 0).

= Definicdo 2. Um P.E. de um sistema autdbnomo é
dito estavel no sentido de Lyapunov se toda
trajetoria iniciada em um estado x, pertencente a
uma regido definida por ||x, — X.|| < & esta
confinada na regido ||x(t) — x.|| < «.

X
X X
XMOaa=— 27
!':bx ) >t




Estabilidade assintotica

=Definicao 3. Um P.E. x, de um sistema
autonomo € dito ser assintoticamente estavel se
for estavel no sentido de Lyapunov e se toda
solucdo comecando em ||x, — X, || < é converge
para a regiao [|x(t) — x.|| < &, quando t — co.




Estabilidade assintotica

= Para sistemas lineares a estabilidade € um
conceito global e x = 0 € um ponto de equilibrio.

= Definicdo 4. Um sistema LIT é dito
assintoticamente estavel se sua resposta natural
tende a zero quando t — oo.

=Teorema 3. Um sistema LIT & assintoticamente
estavel se e somente se todos 0s seus polos tem
parte real negativa.



Controlabilidade e obsevabilidade

= A controlabilidade indica se os estados do
sistema podem ter sua trajetoria controlada por

meio de uma entrada:

- Existe uma matriz K tal que A — BK € estavel?

- Os polos de A — BK podem ser movidos para localizacdes
desejadas?

= Aobservabilidade indica a trajetoria dos
estados do sistema pode ser observada a partir

da saida:

- Os estados do sistema podem ser estimados com erros
arbitrariamente pequenos a partir da saida?



Controlabilidade e obsevabilidade

- A entrada tem algum Ry R,
efeito sobre x,? E A A
sobre x,? N % IZI *

- Asaida y tem alguma U@® o - ‘ MR
relacado comx;? E -

com x,? - Entrada: a fonte de
corrente u

- Estados: tensoes x, €
X, NOS capacitores

- Saida: tensao y entre
os dois terminais



Controlabilidade

=Definicao 5. O sistema LIT:

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

{y(t) = Cx(t) + Du(t)
ou ainda, o par (A, B) é dito controlavel, se para
qgualquer estado Inicial x, e qualquer estado final
X, existe uma entrada u(t) que transfira o
sistema de x, para x; em um tempo finito. Caso
contrario o par (A, B) é dito nao-controlavel



Controlabilidade

= Teorema 4. O par n-dimensional (A, B) referente ao
sistema LIT:

{X(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

e controlavel se e somente se uma das seguintes
proposicoes equivalentes forem verdadeiras:

1.

O graminiano de controlabilidade W, é nao singular vt >
0:

t
W, =J eATBB AT 4t
0

A matriz n X np de controlabilidade € tem posto n:

C=[B AB A?B .. A" !B]
Para todo A pertencente ao espectro de A, a matriz
A1 — A B] tem posto n.



e
Observabilidade

= Teorema 5. O par n-dimensional (A, C) referente ao
sistema LIT:

{X(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

e observavel se e somente se uma das seguintes
proposicoes equivalentes forem verdadeiras:

1.

O graminiano de observabilidade W, € n&o singular vt >
0:

t
W, =J eATC'CeAT dt
0

A matriz nq X n de observabilidade O apresenta posto n:

O=[c cA cA? .. cA™"
Para todo A pertencente ao espectro de A, a matriz
[AI-A C]' tem posto n.



Consequéncias da Observabilidade e

Controlabilidade

=Teorema 6. A estabilidade, a observabilidade e a
controlabilidade sao invariantes sob qualquer
transformacao de similaridade.

=Teorema 7. O par (A,B) é controlavel se e
somente se o par (A?,B") é observavel.

= Teorema 8. Para sistemas parcialmente
controlaveis, se os modos nao controlaveis forem
estaveis e 0s modos instaveis forem controlaveis,
0 sistema e estabilizavel.



Decomposicao canonica

= Considere um sistema n-dimensional tal que:

p(C)=ny <n
=Formando a matriz Q
Q — P—l A [ql qnl qn]

= Tal que as primeiras n, colunas sao quaisquer
colunas LI de C e as demais sao escolhidas
arbitrariamente de modo que P seja nao singular.



Decomposicao canonica

= A transformacao de equivaléncia X = Px transforma o

sistemaem ] [A Alz]’ ] [B

]+Du

\ _xC
= Teorema 9. A sub-equacao de dimensao n,
X, =A/X.+ B_.u
{ y = C.X. + Du
é controlavel e tem a mesma matriz de transferéncia
do sistema original.




Decomposicao canonica

= De forma dual, considere um sistema n-
dimensional tal que:

p(0)=n,<n
= Formando a matriz P
P2[P1 - Pn, - Pn]

= Tal que as primeiras n, linhas sao quaisquer
colunas LI de O e as demais sao escolhidas
arbitrariamente de modo que P seja nao singular.



Decomposicao canonica

= A transformacao de equivaléncia X = Px transforma o
sistema em:

f§;]=[§‘; £_ o]+ [pe)e

]+Du

\ - xo
= Teorema 9. A sub-equacao de dimensao n,
{xo = A, X, + B,u

y = C,X, + Du

e observavel e tem a mesma matriz de transferéncia
do sistema original.



Decomposicao de Kalman

=Teorema 10. Toda equacao dinamica em espaco
de estados pode ser transformada na seguinte
forma canonica equivalente:

([Xco _éco _O ‘313 _O _ X0 B,
Xco| _|A21 Acs A2z Azn||Xco + |Bes |y
%o [0 0 Asp 0 [[%af [0

< -iﬁ— N O O A43 A@__ XE- O

Zeo
~ ~ Xco
y=[C.,, 0 Cs; 0]|o°|+Du
X¢o
\ Xzo




Decomposicao de Kalman

= Onde X, € controlavel e observavel, X.; €
controlavel e nao observavel, X, € n&o
controlavel e observavel e x-; € nao-controlavel

e nao observavel.
= Além disso, a sub-equacéao:
{Xco — Acoxco + Bcou

y = CCOXCO + Du

e controlavel, observavel e tem a mesma matriz
de transferéncia do sistema original.



Exerciclo

= |dentifigue os subsistemas controlaveis e
observaveis:
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