Recorréncias

Universidade Federal do Amazonas
Departamento de Eletronica e Computacao




i Recorréncias

= A expressao:
c n=1

T(n)=x

2T(%j+cn n>1

@ uma recorréncia.

= Recorréncia: uma equacao que descreve uma funcao
em termos de seus valores para instancias menores

= Com frequéncia omitimos pisos, tetos e condicoes
limite



i Exemplos de Recorréncias

s(n) =-

0 n=>0

T(n)=-

c+s(n—-1) n>0

C n=1

2T(£j+c n>l1
| 2

0 n=>0

s(n) =
n+s(n—1) n>0

C n=1

aT(ﬁj+cn n>1
| b

T(n)=-




‘L Solucao de Recorréncias

= Métodos
= Subsitituicao
« Iteracao
= Mestre
= Aniquilador



Método da Substituicao




i Conceitos basicos

= DoIs passos
= Pressupor a forma da solucao

= Usar inducao matematica para determinar se a solucao
se aplica

= Substituicao da resposta pressuposta para a
funcao quando a hipotese indutiva ¢ aplicada

= Util quando é facil estimar a forma da solucdo

= Pode ser utilizado para estabelecer limites
superiores ou inferiores das recorréncias



i Exemplo — Substituicao (1)

= Resolver a recorréncia (que é semelhante a
recorréncia da ordenacao por intercalagao)

T(n)=2T(n/2)+n

T(n)=0O(nlgn)?



i Exemplo — Substituicao (2)
= Determinar um limite superior para

T(n)=2T(n/2)+n

s Se 7(n) =0(nlgn)

= Provar que 7(n) < cn /g npara algum ¢c>0 usando
inducao e para todo n>n,



‘L Exemplo — Substituicao (3)

= A inducao exige que mostremos que a solugao se
mantém valida para as condicoes limite

= Base da inducao: mostrar que a inequacao €
valida para n suficientemente pequeno

= Sen=1>T1)< c*1*logl1 =01
= No entanto, T(n) = 2T(Ln/2)) + n -. T(1) = 1
x» Mas

n=2->T1(2)=2T(1)+2=4 e cnilgn=c*2*Ilg2=2c

n=3 2> T(3)=2T(1)+3=5 e cnilgn=c*37Ig3



i Exemplo — Substituicao (4)

= Pode-se partir de T(2)=4 ou T(3)=5 usando
qualquer c > 2, pois 7(n) <cnlg n

= Valido de acordo com a notacao assintotica:
« T(n) < cnlg npara n=n,

= Truque: estender as condigcoes de contorno para
fazer a hipotose indutiva valer para pequenos
valores de n



i Exemplo — Substituicao (5)

= Hipotese indutiva:
= Assumir a inequagdo para |n/2]

T(n/2)<cni2ig(n/2))



i Exemplo — Substituicao (5)

= Inducao : A inequacao € valida para n

T(n)=2T(n/2)+n
<2(c|n/2|ig|ni2 ) +n

<enlg(nl2)+n \

=cn(lgn—-1g2)+n T(Ln/2j)£c\_n/2ﬁg\_n/2b
=cnlgn—cn+n

< cnlg n (évalida para c >1, analisando o limite superior)



i Sobre Estimativas (1)

= Requer experiéncia e criatividade
= Pode-se utilizar arvores de recursao

= Se a recursao € similar a uma outra com a qual
se esta familiarizado, € razoavel tentar uma
solugao similar T(n)=27(n/2|+17)+n

= T(n) = 0O(nlg n) = Por qué?

= O termo adicional (17) nao afetara substancialmente a
solucao da recorrencia para um 77 ‘grande”



i Sobre Estimativas (2)

s As vezes a estimativa esta correta mas as contas
“nao fecham” na hora da inducao

= A hipotese indutiva nao € suficientemente forte para
provar o limite!!!

= Revisar a estimativa subtraindo um termo de menor
ordem assintotica para que a matematica funcione



‘L Sobre Estimativas (3)

T()=T(n/2)+T(n/2)+1 ¢é0(n) ???

Mostrar que T(n) < cn
T(n)<cln/2|+c[n/2|+1=cn+1 ndo implica T(n) < cn
Nova tentativa T(n) < cn-b

T(n)<(c|n/2|-b)+(c|n/2|-b)+1=cn—-2b+1
T(n)<cn—b (para todo b >1)

A constante c deve ser escolhida com um valor grande o
suficiente para tratar as condicoes limites



‘L Troca de Variaveis

T(n)=2T(n)+lgn m=Ign..n=2m

T(hmy= 2T(2@Q +m S(m)=T(2m)

S(m)=2S(m/2)+msemelhantea T (n)=2T(n/2)+n

T(n)=T2")=S(m) S(m)=0(mIg m)
=0(mlgm)=0(gnlglgn)

Note que log 2™ = m e log 2™2 = m/2



‘L Exercicio 1

= Qual seria a estimativa para T(n)=T(n-1)+17
= Dica: mostre que a solugao T(n)=T(n-1)+1 € O(n)

— Caso base: n=1, 7(1)=T7(0)+1=1e cn=c*1 (valido
para c>1)

— Provar que 7(n) < cn para algum ¢>0 usando inducao
e para todo n2>n,

T(n)=T(n-1)+1
T(n)Sc(n—1)+1=cn—c+1Scn

T(n)<cn (é valido para ¢ >1)



i Exercicio 2

= Qual seria a estimativa para T(n)=T( n/2)+1?
= Mostre que a solucdo T(n)=T( n/2)+1 é O(/g n)

— Caso base: n=2, 7(2)=7(1)+1=2e c*lgn=c*1; n=4,
1(3)=T(2)+1=3 e c*lgn=c*2 (valido para c > 2)

— Provar que 7(n) < c lgn para algum ¢>0 usando
inducao e para todo n>n,

T(n)=T(n/2)+1
T (n) Sclg%+1=clgn—clg2+1

T'(n)<clgn—c+1<clgn
T'(n)<clgn (évalido parac >1)



Método da Iteracao




i Método da Iteracao

= Consiste em:
= Expandir a recorréncia

= Usar proprieadades algébricas para encontrar um
somatorio

= Resolver o somatorio



‘L Exemplo 1: Iteracao (1)

s Resolver

0 n=>0

s(n) =+
ct+s(n—1) n>0




‘L Exemplo 1: Iteracao (2)

= S(n) =c+s(n-1) s(n) =c+ s(n-1)
=C + c + s(n-2) s(n-1) = ¢ + s(n-2)
=C+cC+c+s(n3) S(n-2) = ¢ + s(n-3)
= 3¢ + s(n-3)

= kc + s(n-k) = ck + s(n-k)

!

s(n) :{

0 n=>0
ct+s(n—1 n>0




i Exemplo 1: Iteracao (3)

= Até agora para n > ktemos

x S(Nn) = ck + s(n-k)
s Esek=n?

= S(n) =cn + s(0) =cn
= Portanto

= S(n) = cn

s(n) :{

0) n=0
c+s(n—-1) n>0




‘L Exemplo 2: Iteracao (1)

s Resolver

0 n=>0

s(n) =
n+s(n—1 n>0




i Exemplo 2: Iteracao (2)

= s(n) [0 n=0
k=1 =n+ s(n-1) 5(n) = n+s(n—-1) n>0

k<=2 =n+n-1+s(n-2)
k<=3 =n+n-1+n-2+ s(n-3)
k=4 =n+n-1+n-2+ n-3 + s(n-4)

= Zn:i + s(n—k)

i=n—k+1




i Exemplo 2: Iteracao (3)
= Até agora para n > ktemos

Zn:i + s(n—k)

i=n—k+1

m Esek=n?

Zn:i+s(0):zn:i+0:
i=1 i=1

s Portanto:
n+1

2

s(n) = n




‘L Exemplo 3: Iteracao (1)

s Resolver

C n=1

I'(n)=- 2T(%j+c n>1




i Exemplo 3: Iteracao (2)

= T(n) =2T(n/2) + C

= 2(2T(n/2/2) + ¢) + C

= 22T(n/2%) + 2c + ¢

= 22(2T(n/22%/2) + ¢) + 3c

= 23T(n/23) + 4c + 3c
23T(n/23) + 7c
23(2T(n/23/2) + ¢) + 7c
= 24T(n/2%) + 15c

= 2KT(n/2%) + (2k - 1)c c n=1
I'(n)= {2T(Zj +c n>1




i Exemplo 3: Iteracao (3)

= Até agora para n > 2% temos
= T(n) = 2¥T(n/2%) + (2 - 1)c
= Esek=Ilgn?
= T(n) = 29" T(n/2'9n) + (2l9n - 1)c
=nT(n/n) + (n-1)c
=nT(1) + (n-1)c
=nc+ (n-1)c=(2n-1)c

C n=1

I'(n)= {ZT(ZJ +e n>1

g, c

le, a
— C?gb




‘L Exemplo 4: Iteracao (1)

s Resolver

al| — |+cn



i Exemplo 4: Iteracao (2)

u T(n) =
aT(n/b) + cn
a(aT(n/b/b) + cn/b) + cn T'(n) = T(nj n>1

a — |+ Cn

C n=1

a?T(n/b%) + cna/b + cn
a?T(n/b?) + cn(a/b + 1)
a%(aT(n/b%/b) + cn/b2) + cn(a/b + 1)
a3T(n/b3) + cn(a?/b2) + cn(a/b + 1)

a3T(n/b3) + cn(a?/b? + a/b + 1)

akT(n/b*) + cn(akl/bkl + ak2/bk2 + .. + a?/b’ + a/b + 1)



i Exemplo 4: Iteracao (3)

= Assim, temos
= T(n) = akT(n/bX) + cn(akl/bkl + ... + a%/b%?+ a/b + 1)
= Para k =logy n lg, a =
= N = bk lg. b
= T(n)= akT(1) + cn(aki/bk1 + ... + a2/b2+ a/b + 1)
= akc + cn(akl/bkl + ... + aZ/b2+ a/b + 1)
= cak + cn(akl/bkl + ... + aZ/b2+ a/b + 1)
= cn(ak/n + aki/bkl +,.. + a2/b%2+ a/b + 1)
= cn(ak/bk + aki/bkl +,.. + a2/b2+ a/b + 1)

lg a




i Exemplo 4: Iteracao (4)

» Entao, para k = log, n
= T(n) = cn\(ak/bk+ . +a%/b%+ a/b}+ 1)

|
k

s Esea=Db?
= T(n) =cn(k + 1)
= cn(log, n + 1)
= O(n log n)



i Exemplo 4: Iteracao (5)

s Esea<b? T(n) = cn(ak/bk + ... + a2/b2+ a/b + 1)

= Lembre que:

k k+1
Zx”=(xk+xk_l+...+x2+x+l)=x :
=0 x_l
= Temos:
a* a*’ a (a/b)" -1 1—(a/b)"" 1
—tt—+1 = =
bk b b (a/b)-1 1—(a/b) @ 1—a/b

= Entao:
T(n) =cn 'O(1) = 6(n)



i Exemplo 4: Iteracao (6)

mn Esea>Db?

T(n) = cn(ak/bk+ ... + a?/b2+ a/b + 1)

= CNn " O(a
= CNn " O(a

-~ el

k / bK)
logbn / plogo M) = cn * @(a°% " / n)

como, gvon = nfoga
=cn " O(nloea / n) = O(cn " nloga / n)

= @(n'o%a)




i Exemplo 4: Iteracao (7)

= Portanto, finalmente ...

[ 0O(n) a<b
T(n)=- @(n log, n) a=>b
L@(nlogb“) a>b




i Exercicio 1: Iteracao (1)

= Considere um sistema discreto modelado pela
seguinte eq. de diferenca onde O<a<1;

B I, n=0
y(n) = —ay(n —1)+ x(n) x(n) = 0. n+0

= Pode ser representado pela seguinte recursao:

0, n<0
s(n)=+1, n=0
k—as(n—1)+ c, n>0

= Qual seria o tempo de execucao deste sistema?



i Exercicio 1: Iteracao (2)

= s(n) =-as(n-1) + ¢ s(n) = -as(n-1) + ¢

= -a(-as(N-2)+C)+cC s(n-1) = -as(n-2)+c
= a’s(n-2)-ac+c S(n-2) = -as(n-3)+c
= a?(-as(n-3)+c)-ac+c s(n-3) = -as(n-4)+c
= -a’s(n-3)+a’c-ac+c

= -a3(-as(n-4)+c)+a2c-ac+c

= a*s(n-4)-a3c+a’c-ac+c

= aks(n-k)-aklc+ak2c-...~ac+c 0, n<0

= aks(n-K)+o(-akl+ ak2-_-a+l)  SM=l n=0
k—as(n—1)+c, n>0




i Exercicio 1: Iteraca

= Até agora para n > ktemos

= aks(n-k)+c(-ak1+ ak2-...-a+1)
s Esek=n?

= s(n) = a" + c(-a"+ a2-...-a+
= Esek >n?

= s(n) = c(-a"1+ a2-...-a+1)

0 (3)

1)

s(n) =+

- as(n — 1)+ c,




i Exercicio 2: Iteracao

= Agora considere um sistema discreto modelado pela
seguinte eqg. de diferenca de segunda ordem:

y(n)=-ay(n-1)=byln-2)+x(n) x(n)= {1) Z :(())

Qual seria o tempo de execucao deste sistema?



Teorema Mestre




i Teorema Mestre

= Considere um algoritmo que use divisao e
conquista

= Divide um problema de tamanho 7 em & sub-
problemas, cada um de tamanho /b (interpretamos
n/bcomo | .n/b]ouln/bl, pois n/b deve ser um inteiro)

= Seja f(n)=D(n)+C(n) custo de cada estagio, ou
seja, o custo de dividir (D) os problemas e
combinar (C) as solucoes

= O método mestre consiste em uma receita de
bolo para encontrar a funcao de complexidade



i Teorema Mestre

= Usado para a solucao de recorréncias da forma
T(n)=al(n/b)+ f(n)

s 321, b>1, e f assintoticamente positiva;

= Sendo 7(n) o tempo de execucao do algoritmo,

podemos dizer que

= Sub-problemas de tamanho n/b sao resolvidos
recursivamente cada um em tempo 7 (/D)

= f(n) é o custo de dividir o problema e combinar seus
resultados. No MergeSort temos:

T(n)=2T(n/2)+0O(n) a=2,b=2, f(n)=0(n)



Teorema Mestre (2)

Sfn) »  fin)
/ “ s
f(nib) f(nib) f(nib) > af(n/b)
log,, f;[/i(mﬁy /;Z/ir) f(n K{)/;ﬁ( ) S’ ) /;/ﬁ()f;mj /;m( ) — d f(nlb
'I ﬁ o r| rj "; ;
— I
S
logha
~ T " log, n-1
e Os sub problemas sao divididos em a partes. Totat: () + 3 d fart)
e Existirao /og,n niveis j=0

e Ocorrerdo g'°%" = p'°%4 folhas



i Teorema Mestre (3)

= Trés casos comuns:
= Tempo de execucao € dominado pelo custo nas folhas

= Tempo de execucao € uniformemente distribuido pela
arvore

= Tempo de execucao € dominado pelo custo na raiz

= Assim, para resolver a recorréncia, teremos de
caracterizar o termo dominante

= Para cada caso comparar
f(n) O(n"™**)



i Resumo do Teorema Mestre

= Seja uma recorréncia da forma
T(n)=aT(n/b)+ f(n)
1. fM)=0n"*""%),e>0 = Tn)=0mn"*")
2. f(n)=0m"=") = Tn)=0n"*"1gn)

3. f(M)=Qm"*®"),e>0 = Tn)=0(f(n)
sendo a.f (n/b)<c.f(n),c<l1

= Para cada caso comparar f(n)com O(r¥%:3)



i Estratégia

= Passo 1: Identificar g, be f(n)

Ogb a

- |
s Passo 2: Determinar n

log, a

= Passo 3: Comparar 7(n) en
assintoticamente

= Passo 4: De acordo com o caso, aplicar a regra
correspondente



i Exemplo 1

s /(n)=97(n/3) +n
« Passol: a=9 b=3, f(n) = n

= Passo2: n9,2 =nlg g = r¥

« Passo 3: 7(n) = 0(, O(n)onde =1

= Passo 4: o caso 1 se aplica:

T(TZ) _ ®(nlogba) quando f(n) _ O(nlogb a—g)

= Portanto 7(n) = O(r¥)



i Exemplo 2: Mergesort

T(n)=2T(n/2)+0O(n)

a=2,b=2; n°%* =p"2* = p=0(n)

Como f(n)=0(n)
Temos 0 caso 2 :

f(M)=0n"*") T(n)=0n"*"1gn)
Aplicando os valores:

T(n)= @(nlogb“ lg n) =0@(nlgn)



i Exemplo 3

= Encontre o tempo de execucao para recorréncia:
T(n)= 3T(n/4)+n1gn
s Passo 1: a=3, b=4e f(n)=nlg n
s Passo 2: n9,2 = nh9 7 =nl7?>
s Passo 3: f(n) = (97 +*¢), O(n)onde e=0,2
= Passo 4: o caso 3 se aplica,

T(n)=0(f(n)) quando f(n) = 0n"****)
sendo a.f(n/b)< c.f(n),c <1para n suficientemente grande

3(n/4)1g(n/4)< cnlgn=3/4f(n)parac=23/4
= Portanto, T(n)= &(nlg n)



i Exercicio

= Use o teorema mestre para fornecer limites
assinatoticos restritos para as recorréncias a
seguir

T(n)=4T(n/2)+n
T(n)=4T(n/2)+n’
T(n) = 4T(n / 2)+ n’



‘L Método aniquilador

= Sugestao para estudo mais aprofundado



