Grafos

Universidade Federal do Amazonas
Departamento de Eletronica e Computacao




i Grafos (1)

= Um grafo &€ composto por um conjunto de
vertices e um conjunto de arestas

= Cada aresta liga dois vertices do grafo
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i Grafos (2)

= Arestas e vértices podem ter atributos de
acordo com a aplicacao:




i Definicao Formal

= Um grafo G = (V,E) € composto por:
= V: um conjunto de veértices ou nodos
= E c VxV: conjunto de arcos ou arestas conectando
0S vertices
= Um arco e = (u,v) € um par de vertices

= Se (u,v) é ordenado, G € um grafo dirigido

(u,v) é ordenado se v é V= {a,b,c.d,e}

designado como
primeiro elemento e v
como segundo elemento

E:
{(a,b),(a,c).(a,d),
(b,e),(c.d),(c.e),
Dois pares ordenados (d,e)}
(a,b) e (d,e)sao iguais
se, e somente se, a=d e
b=e




i Exemplos de aplicacoes

= Representacao de conjuntos de pontos
geograficos (tais como ruas, cidades, estados e
circuitos) e das ligacoes entre estes conjuntos

= Representacao de redes de computadores
= Representacao de programas computacionais

= Representacao da Web



i Aplicacoes (1)

= Circuitos eletronicos:

= Qual o caminho com menor resisténcia para
CS16?
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* Aplicacoes (2)

= [ransportes

= Qual a rota de POA até MAO que maximiza
custo/beneficio
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i Aplicacoes (3)

= [ransportes

= Qual a rota de POA até MAO que maximiza
custo/beneficio




i Aplicacoes (4)

= A Word-Wide Web

= Um robo deve coletar as paginas de interesse para o0s
usuarios de uma maquina de busca no menor tempo
possivel




i Grafos — Terminologia (1)

= Veértices adjacentes: conectados por um arco

= grau de um vertice: numero de vertices
adjacentes a ele

= caminho: sequéncia de vertices v, ,..., ¥ tais que
todo par de veértices consecutivos v, e ¥, Sao
adjacentes



* Grafos — Terminologia (2)

= Caminho simples: sem vértices repetidos
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‘L Grafos — Terminologia (3)

= Ciclo: caminho simples, exceto pelo fato de que o
primeiro vértice se repete como adjacente ao
ultimo vertice




i Grafos — Terminologia (4)

= Grafo conexo: existe um caminho entre qualquer
par de vertices no grafo
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i Grafos — Terminologia (5)

= Subgrafo: subconjunto dos vértices e arcos que
formam um grafo

= Componentes conexos: subgrafos que sao
conexos e que deixam de ser conexos se
acrescentarmos qualquer vértice novo
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‘L Grafos — Terminologia (6)

= Arvore — grafo conexo sem ciclos
= Floresta — colecao de arvores
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‘L Representacao de Grafos

= Ideia Basica
= Dois tipos de objetos: vértices e arcos
= Aos veértices (e arcos) associam-se rotulos




Lista de Arcos

= Facil de implementar

= Encontrar os arcos que incidem em um
vertice exige percorrer toda a lista
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i Matriz de Adjacéncias (1)

= A representacao de um grafo G=(V,E) consiste
em uma matriz |V]| x |V]
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i Matriz de Adjacéncias (2)

= Matrizes podem ocupar muito espaco sem
necessidade

= O espaco total € O(V2)

= A solucao nestes casos pode ser trocar a forma
de representacao



‘L Listas de Adjacéncias

Aponta para o vértice 1
com peso 3

/

0 I, (1,3)

A 4

(5:1)

A 4

1 s [(o,0)[*75)

2l 1 |(1,20)

3 1, (4,9)

/

Aponta para o vértice 4

Espaco € proporcional ao com peso 9
numero de arestas




‘L Listas de Arestas

Os nodos da lista
representam as arestas
do grafo




i Representacao da Lista em C

= Os campos key e next representam o conteudo
a ser armazenado e o ponteiro para 0 proximo
nodo da lista

typedef struct node {
int key;
struct node *next;

¥ NODE;

A estrutura da lista como um todo é representada
por um ponteiro para o inicio (myelem*heaad)



i Insercao na Lista em C

= Qual € o tempo de execucao do /nsert_node
sobre uma lista de 7 elementos?

0(1)

void insert_node(NODE *I){
if (head==NULL)

|I->next = NULL;
else

|I->next = head;
head = [;

’




i Remocao da Lista em C

= Qual é o tempo de execucao do delete_node no
pior caso?
O(n)

void delete_node(NODE *1){
NODE *tmp; tmp = head;
if (head '=1) {

while(tmp->next!=l)
tmp = tmp->next;

tmp->next = |->next;
> else { head = I->next; }
free(l);

y




Caminhamento em Grafos
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i Caminhamento em grafos

= Algoritmos de caminhamento determinam a
ordem com que os vertices de um grafo serao
visitados

= Pode ser feito em largura ou em profundidade
» Breadth-first search (BFS)
s Depth-first search (DFS)



i Ideia Basica do BFS (1)

Caminha(v)
Marcar v como Vvisitado

Visitar todos os adjacentes, guardando seus
filhos em uma fila

Para cada elemento da fila, marcar elemento
como visitado e guardar todos os seus
adjacentes em uma fila

Proseguir operacao até que nao haja mais
elementos a visitar



‘L Ideia Basica do BFS (2)




‘L Ideia Basica do BFS (3)




‘L Ideia Basica do BFS (4)




‘L Ideia Basica do BFS (5)




‘L Ideia Basica do BFS (6)




‘L Ideia Basica do BFS (7)




‘L Ideia Basica do BFS (8)




i Ideia Basica do BFS (9)




i Algoritmo do BFS

= A partir de um veértice inicial s (ancdra), visita-se
todos os seus vertices adjacentes
(componentes conexos)

= Para o vértice inicial s é assinado uma distancia=0

= No primeiro passo, todos os veértices conectados
a S$sao visitados e e assinalada uma distancia=1
a estes vertices

= No segundo passo, todos os vértices alcancados
a partir dos vertices de distancia=1 sao visitados

= a estes sao assinalados a distancia=2, e assim

sucessivamente até que todos tenham uma distancia
assinalada




i Exemplo BFS (1)
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i Exemplo BFS (2)
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i Exemplo BFS (3)

! distancia=0

distancia=1

distancia=2

distancia=3 ‘



* Algoritmo BFS

04 wlu] <« NIL

01 for each vertex u € V[G]-{s} // ancébra
02 cor[u] ¢« branco // cor de u
03 d[u] ¢ oo

// disténcia de s
// predecessor de u

(s)

05 cor[s] ¢« cinza
06 d[s] « O

07 W[s] « NIL

08 enqueue (Q, s)

Inicializacao dos
vértices do grafo

Inicializa o vértice
ancora (s)

Visita cada vértice
adjacente de u



i Propriedades do BFS

Dado um grafo G = (I,E), o BFS descobre todos
0s vertices alcancaveis a partir da fonte s

Computa a menor distancia para todos os
vertices alcancaveis

O subgrafo contendo os caminhos percorridos €
chamado de breadth-first tree

Para cada veértice v alcancavel de s, o caminho
na breadth-first tree de s a v, corresponde ao
caminho minimo ente se vem G



i Tempo de Execucao do BFS

= Seja um grafo G = (V,E)
= Os vertices sao enfileirados quando sua cor € branca

= Assumindo que o engueue e dequeue sao O(1), esta
operacao custa O(/V/)

= As listas de adjacéncia sao percorridas somente
quando um vertice e desenfileirado

= A soma de todos os tamanhos da lista € @(/E/). O
tempo O(/E/) € gasto no caminhamento

= Portanto o algoritmo € O(|V|+|E|)

= OU Seja, linear com a lista de adjacéncia que
representa G



i Caminhamento em Profundidade

= NOs que sao visitados pela primeira vez sao
marcados em cinza

= O momento da primeira visita é definido como tempo
de descoberta do n6

= A cor cinza em vindica que ainda ha vértices
adjacentes a v que nao foram visitados

= Quando nao houver mais adjacentes a visitar a
partir de um no, ele € marcado em preto (azul
nos exemplos)

= Este momento é denominado tempo de término



i Ideia Basica do DFS (1)

s Caminha(v)
= Marcar v como visitado

= Para cada adjacente(va) executamos
caminha(va)

s Caminha é executado novamente para todo v
que nao tenha sido alcancado



‘L Ideia Basica do DFS (2)




‘L Ideia Basica do DFS (3)




‘L Ideia Basica do DFS (4)




‘L Ideia Basica do DFS (5)




‘L Ideia Basica do DFS (6)




i Ideia Basica do DFS (7)
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i Ideia Basica do DFS (8)
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i Ideia Basica do DFS (9)
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i Ideia Basica do DFS (10)
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i Ideia Basica do DFS (11)
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i Ideia Basica do DFS (12)
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i Ideia Basica do DFS (13)
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i Algoritmo do DFS (1)

Iniciando em um veértice s, escolhe-se um
adjacente ¢ nao visitado

Visita-se ¢ e escolhe-se um adjacente v nao

visitac

Quanc
visitac

0, € assim por diante

0 todos os adjacentes a ¢ tiverem sido
0s, toma-se um proximo adjacente a s nao

visitac

0 e prossegue-se 0 caminhamento

Se restarem quaisquer vértices nao descobertos,

entao

um deles sera selecionado como uma nova

origem



i Algoritmo do DFS (2)

Inicializa todos os vértices de branco
Visita cada um dos vértives brancos
Um vértice é branco se ainda nao foi visitado

Um veértice é cinza se foi visitado mas se os seus
adjancentes ainda nao foram todos visitados

Um vertice € preto se ele e todos os seus
adjcentes foram visitados



* Exemplo DFS (1)

u \% w u \%
X y z: X y

B = Aresta Reversa (cinza-cinza) — descendente para o ancestral



Exemplo DFS (2)

F = Aresta Direta (cinza-preto) — ancestral para o descendente
C = Aresta Cruzamento (cinza-preto) — entre sub-arvores



i Exemplo DFS (3)




‘L Algoritmo DFS

DFS(G)

1 for each vertex u € V[G] i s .
) do color[u] < WHITE Pintam to_dc_>s_ 0s vertices de
3 7[u] < NIL branco e inicializam os campos
‘5‘ ;fme < 0 ViG] z com NIL onde z/u]

Or each vertex u €
6 do if color[u] — WHITE representa o predecessor de v
7 then DFS-VISIT (1)

DFES-VISIT(u)

color[u] < GRAY > White vertex u has just been discovered.
time <— time +1
dlu] <« time
for each v € Adj[u] > Explore edge (u, v).
do if color|v] = WHITE
then 7[v] < u
DFS-VisIT(v)

color[u] < BLACK > Blacken i; it is finished.
flu] « time « time +1

R R R S o



i Tempo de Execucao do DFS

Os loops do DFS tomam tempo &(/V/) cada,
excluindo o tempo de execucao de DFS-Visit

DFS-Visit € chamado uma vez para cada vértice
branco e pinta o veértice de cinza imediatamente

Para cada chamada DFS-visit o loop interage
sobre os adjacentes do veértice

Assim 0 custo somado de todas as chamadas de
DFS-Visit € O(|E|)

Portanto, o DFSé O(|V|+|E]|)



i Propriedades do DFS

= O resultado da DFS € um grafo de precedéncia

= Pode-se identificar ciclos no grafo (usando as
arestas de retorno (B))

= Tempos de descoberta e término podem ser
usados para diversas finalidades

« DFS Timestamping



i DFES 7imestamping

= O DFS gera uma ordenacao de tempo
monotonicamente crescente, ou seja um “relogio
global” entre os vértices

= Tempo de descoberta/tempo de término
= dful/ffu]




Teorema dos Paréntesis:
i Propriedades (1)

= [empos de descoberta e fim podem ser
associados a uma estrutura de paréntesis

= A descoberta de v é representada com "(u"

= O fim do processamento de v é representado com "u)"

= A historia das descobertas e fins gera uma expressao
bem formada (paréntesis corretamente aninhados)



Teorema dos Paréntesis:

Propriedades (2)

VAV

9 10 11 12 13 14 15 16

s & (x x y) W w 2z s) (t (v v) (u u

Se dois intervalos se
superpoem, entao um
deles é aninhado no
outro, e o vértice
correspondente ao
menor intervalo € um
descendente do vértice
que corresponde ao
maior



i DAGS

= Grafos Dirigidos Aciclicos ou Direct Aciclic Graphs
(DAGS)

= Usados geralmente para indicar a precedéncia
entre eventos

= Uma ordenacao total para os eventos pode ser
gerada usando o algoritmo de Ordenacao

Topologica



i Ordenacao Topologica

= Ordenacao de um DAG

= Ordenacao linear de todos os vertices tal que,
para toda aresta (u,v) no DAG, v aparece antes de
v na ordenacao

TopSort (G)

1) Execute DFS(G) para computar os tempos de
término f[v] de cada vértice v

2) Gere uma lista ordenada de acordo com f[v]




‘L Ordenacao Topologica: Exemplo

o
11/16 {undershorts

socks ) 17/18
Qual seria a ordenagdo — i 9110
topologica 12115 (pants) shoes) 131
(relacoes de precedéncia)?

6/7 { belt

(atet) @i {ot)  rie =kl
3/4

17/18 11/16 12/15 13714 9/10 1/8 67 2/5



Ordenacao Topologica:
Observacoes

= A ordenacao pode iniciar por qualquer vértice

= E possivel encontrar diferentes ordenacoes
topologicas corretas para um mesmo grafo
orientado aciclico



Ordenacao Topologica:
Aplicacoes (1)

= E utilizado sempre se necessita uma ordem para
execucao de tarefas onde ha pré-requisitos
(dependéncias) entre tarefas

= Matérias para se cursar uma graduacao: o
algoritmo garante que nenhum pré-requisito sera
quebrado

= Construir um prédio, onde ha varias tarefas:
colocar telhado, montar parede, montar porta,
parede, acabamento

= Nao se coloca o teto antes de subir as paredes



Ordenacao Topologica:
Aplicacoes (2)

= Uma outra aplicacao sao programas de planilha
eletronica

= Ha varias células e as vezes uma célula tem uma
formula que depende de outras células. Se existe uma
célula A1, uma ceélula B1 com formula que depende de
Al e uma célula C1 que depende de B1, nao se pode

atualizar A1, depois C1 e depois Bl



i Exercicio 1

= Desenhe o grafo G=(V,E) onde
= V={0,1,2,545,6}

= £={(0,1,4), (25,5), (1,5,2), (46,1) }

= O terceiro elemento de cada aresta € um atributo da
aresta

= Escreva um programa para representar este
grafo usando lista e matriz de adjacéncia

= Use as funcoes fopen (abri arquivo) e feof (checa fim
do arquivo) e fscanf (extrai caracter)

= O arquivo deve conter pares de arestas do grafo



i Exercicio 2

= Apresente o caminhamento em largura para o
seguinte grafo G=(V,E) onde
= V={0,1,2,35456,7}

= £={(0,1), (02), (1,3), (L4), (2,3), (34), (3,3), (56)
(3,7), (6,7)}



i Exercicio 3

= Apresente o caminhamento em profundidade
para o seguinte grafo G=(V,E) onde

« V={0,1,2,545,6,7}

= £={(0,1), (02), (1,3), (L4), (2,3), (34), (3,3), (56)
(3,7), (6,7)}



i Exercicio 4

= Mostre a ordenacao de veértices produzida por
TOPOLOGICAL-SORT quando ele é executado
sobre o grafo abaixo




