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L Programacao Dinamica
L

= Resolver problemas combinando as solucoes do
subproblema (parecido com a divisao e conquista)

= Subproblemas compartilham subsubproblemas
= Resolve cada subsubproblema uma vez s6

= Caracterizar a estrutura de uma solucao otima
= Definir recursiva. o valor de uma solucao otima

= Calcular o valor da solugao 6tima em processo
bottom-up (de problemas menores para maiores)

= Construir uma solucao 6tima a partir de
informacoes calculadas



L ,Problemas de Otimizagao
T

= Problemas que apresentam varias solucoes,
cada uma com um valor (custo) associado

= Procura-se a solucao com valor 6timo (minimo
OuU Maximo)

= Um solucao geralmente apresenta uma
estrutura
= E composta de uma seqiiéncia de escolhas

= Tais escolhas devem ser feitas para se chegar a
solucao 6tima



I

Exemplo:
Linha de Montagem



. ..L. ILinha de Montagem (1)

s A Colonel Motors Corporation produz automoveis
em uma fabrica que tem duas linhas de montagem

= Um chassi de automovel entra em cada linha de
montagem

= Tem as pecas adicionadas a ele em uma série de
estacoes

= Um automovel pronto sai no final da linha

= As estacOes foram construidas em épocas
diferentes e com tecnologias diferentes

= O tempo exigido em cada estacao varia, até mesmo
entre as estacoes ha mesma posicao nas duas linhas




" L ,Linha de Montagem (2)

= I
= Cada Estagao §;;demanda a;; tempo de
montagem
= O tempo £; ;€ o tempo de transferéncia do

, ]
chassis apos Passagem por Sl,]

= Existe um tempo de entrada e;e um tempo de
saida x;
=sProblema:

= Escolher as estacoes a fim de MINIMIZAR o tempo de
passagem de um automovel

= Se, resolvido na “forca bruta”, demandaria tempo
0(2”)



L

ILinha de Montagem (3)

Estacdo  Estagao Estagéo Estagéo Estagéo Estagéo

Chassi @éé @ Automovel

Sll SlZ 1n1

Linha 1

entra @ ProntO
Linha 2 % @

Estacao  Estacao Estacao  Estacao Estacao Estacao
SZ,l SZ,Z SZ,3 SZ,4 S2,n-1 SZ,n



L ,Linha de Montagem (4)
=
= Primeira etapa: caracterizar a estrutura de uma
solucao otima
= Existem dois caminhos para estagao S, ;
Vir de Sy ;.4
Vir de S, ;.. Nesse caso, considera-se t, ;.4

= Segunda etapa: Solucao recursiva para o sub-
problema:

(6’1 + a1, ] =1
=1 . g . ,
—7 kmln(fl[] —1+aypfoli =1+t + a1,j), j=2
Tempo mais
rapido n (e, + ajq, =1
~ | = < ) ) ' '
oY= Vnin( = 11+ an fili = 1+ oy + ), 22



,Linha de Montagem (5)

1
FASTEST-WAY (a, t, e, x, n) Complexidade O(n)
1 f1[1] <e; + a; ;4
2 HIET e, Fa, ., ]-Entrada do chassi na linha
3 for je— 2 to n _
4 do if 1, [j—1]+aLj = fZIj_l]+t2,j—l+al,j
5 then f,[j] « f; [j—1]+aLj Calcula f; até n usando
6 17[7] = 1 = equacao definida em slide
7 else f;[j] <« 15 [j—1]+t2,j_1+aijj anterior
8 5[] &= &
- A i =
9 if fz [_:.'—1]4'52’:'_ = fltj_l]—ktl,j—l-'_a‘__?‘j
10 then fp[j] < f[j-1l+a, Calcula f, até n usando
{4 1,[J] = 2 = equacdo definida em slide
5. else 1,[j] < £1[J-1]+ty, ja+a;, 4 anterior
13 15 (3] == i
14 if f)[n]+x; s £,[n]+x, . -
15 then f* « f,[n]+x, ) o ey
- T _ Cflcule? melhor tempo de saida f
17 else f* < f,[n]+x, f* =min(f,[n]+x,, f,[n]+x,)
18 1% = J




“

f1lj]
f2lJ]

ILinha de Montagem (6)

Estacdo Estacao Estagdo Estagdo Estagdo Estagao
S1,1 S1,2 S1,3 S1,4 S1,5 S1,6

Linha 2

Estacao Estacao Estacao Estacao Estacao Estacao

S2,1 S2,2 SZ,3 SZ,4 S2,5 SZ,G

1 2 4 5
T

3 6 j
OHOKEO N
22 37

12 [(16 25 )( 30 fr=38 it 2] 1] 212
(16} 2 [(5)(30) A1)

=1



5 ..L. ILinha de Montagem (7)

= O procedimento imprime as estacoes usadas, em
ordem decrescente de numero de estacoes

PRINT-STATIONS(!, n)

1ieTl

2 imprimir “linha " i ¢, estacio ” »

3 forj « n downto 2

4 do i« [;[j]

5 imprimir “linha " i ¢, estagio " j - 1

linha 1, estacao 6
linha 2, estacao 5
PRINT-STATIONS produziria a saida: linha 2, estacao 4
linha 1, estacao 3
linha 2, estacao 2
linha 1, estacao 1



I

Exemplo:
Multiplicacao de cadeias de
matrizes



" L ,Multiplicacao de Matrizes (1)

= Duas matrizes A..nxm e B:mxk podem ser
multiplicadas usando nmk multiplicacoes escalares

(Cl a A (e, A
- bll blZ b13 N
d, 4y, =1 .:Cyy ... Cij ZZCZ” .bl :
b, by, by , -1 Y
Ka:;l a32/ NCERIRERIREE )

= Problema: Computar o produto de muitas
matrizes de forma eficiente

= A multiplicacao de matrizes é associativa
=(AB)C = A(BC)



" ..L. IMultiplicagao de Matrizes (2)
= O algoritmo padrao é dado pelo pseudocddigo a
seguir

MATRIX-MULTIPLY(A, B)
1 if colunas[A] # linhas[B]
then error “dimensodes incompativeis”
else for i < 1 to linhas[A]
do for j « 1 to colunas[B]
do CJ[i,j] <« O
for k < 1 to colunas[A]

do C[i,j] « C[i,j] + A[i, k] x B[k, ij]

return C

0 NOULWN

= Se A é uma matriz 7 x me B € uma matriz m x k,
a matriz resultante C € uma matriz n x k



L ,Multiplicagao de Matrizes (3)
.
NI
= A ordem ditada pelos parénteses afeta o custo da
multiplicacao
= Considere AxBxCxD, onde
= A:30x1, B :1x4F A0-JA N 10
30x40x10 || 30x10x25
= Custos (nmk):
= (AB)C)D= 1200 + 12000 + 7500 = 20700
= (AB)(CD)= 1200 + 10000 + 30000 = 41200
= A((BC)D)=400 + 250 + 750 = 1400
= Procuramos uma seqiiéncia otima para multiplicar
» A, X A,X...X A, onde A; é uma matriz d_, X d,




" L ,Multiplicagao de Matrizes (4)

=« Etapa 1: Seja M(ij) o niumero minimo de
multiplicacbes necessarias, onde / < j

J
H Ak Problema trivial: i=j
k=i

Problema nao trivial: /<j

= Observacoes importantes:

= Os parénteses mais externos da cadeia de matrizes,
dividem a sequéncia em algum &, (Kk<)): (A...

APy )

= A solucao otima da sequéncia (i,j) € formada por
solucoes otimas das duas subsequéncias (k) e (k+1,j)



" L ,Multiplicagao de Matrizes (5)

o
= Etapa 2: Uma solucao recursiva:

M (i,i)=0 se i=j

M, j)=min_ {MGk)+M(k+1,j)+d_dd,} sei<

onde M(i,j) representa o nUmero minimo de multiplicagoes
= O produto de matrizes A; (A, ;€xige d.,d,d;
multiplicacoes escalares
= A implementacao recursiva direta € exponencial
= Muita computacao redundante ocorre

= No entanto, o nUmero de subproblemas distintos &
consideravelmente menor



B L  Exemplo

NI
Considere i=1 e j=n
M(i,i)=0
M@, j)=min,,_ {M@G,k)+M(k+1,j)+d_d.d }

Quantos subproblemas nds temos?



L , Problemas na forma M(,/)

g

Problemas da forma:
M(1,1)=M22)=...=M(n,n)=0

Sao computados quase de graca, pois temos
uma unica matriz (cadeias de comprimento 1)!



5 ..L. ISubproblemas na forma M(i,i+1)

= Podem ser computados em funcao dos
problemas na forma M(i,/)

Mi,i)=0
M (i, j)=min.,_ {M(,k)+Mk+1, j)+d, d.d,)

= M(1,2)=M(1,1)+M(2,2)+d...
= Unico valor possivel para ké 1



" ..L. ISubproblemas na forma M(i,i+2)

M(1,3) =min S IM LK)+ M (k+13)+d,.d, .d,}

[ MAD+MQ23)d,d,d; =1:(4).(A, A)
M(13)= mm{M (1.2)+ d;) .d; .dz ) :.(A3)

= Agora temos 2 valores possiveis para k& (todos
em funcao de valores ja computados)

= Isto &, M(ii), M(ii+1)



Subproblemas na forma M(i,i+3)

M(1,4)= mkagy(l K +Mk+14)+d,d, d,)

ML) +MQ2.48) +d,d,.d, =1:(4). @
M (1,4) = min{ M (12) + M(3,4))+ d,.d, d =2:(A.A)(AA)
3)+M d.d.d,=3:(AA A




L ,Numero de Matrizes
=

Subproblemas

NUumero de -
matrizes J de tam 4 >

dentro do
paréntesis

1

Subproblemas
de tam 3 2

Subproblemas
detam?2 -

Subproblemas
detam1 -



b

Algoritmo de Multiplicacao de

. Matrizes

1
2
3
4
5
7
9

12

MATRIX—-CHAIN-ORDER (d,..d, )

para i«1 até n facga
M[1i,1] <O
para 1«2 até n facga
para i«1 até n-1+1 faga
J —1i+1-1
M[i, 3] ¢ oo
para k«i até j-1 facga
q «M[i,k]+M[k+1, §]+d;_;d,.d;

se g < M[i, j] entao
M[i,]] <qg
cli,]] <k

retorne M, c

Custo minimo
para cadeias de
comprimento 1

Custo minimo
para cadeias de
comprimento =2
(mfii+1)), |1=3
(mfii+2)), |=4
(m[ii+3)),..., I=n
(mfi,i+nj)



k..L. IExemplo (1)

m A10x20 B20x3 C3x5 D5x30 Ai =_ CCJ’][-J dei
I d  d1 A2  d3  d4 Ap=doX d,

: = A,=d;xd,
Dimensao 10 20 3 5 30

Ordem (d,..d,)

1 para i«<1 até n fac;.a:l- Subproblema de
T tamanho 1
2 M[1i,1i] <O
3 para 1«2 até n faga
4 para i«<1 até n-1+1 faga
5 J «—1i+1-1
6 M[1, 3] <«
7 para k«i até j-1 facga
8 q < M[1,k]+M[k+1l, J]+d; 1A, dy  g=M[1,1]+M[2,2]+10x20x3=600
9 se g < M[1i, j] entao
10 M[i, 3] <« q g=M[2,2]+M[3,3]+20x3x5=300
11 cli,J] <k g=M[3,3]+M[4,4]+3x5x30=450

12 retorne M, c



L Exemplo (2)
i
I
= Ao fim da execucao
= M/1,n]contém o valor da solucao otima
= C as escolhas otimas de 4 para cada subproblema

= C guarda os resultados obtidos a cada solucao!

= Resultado completo do exemplo do slide anterior
M C

(multiplicacoes) (escolhas)




L Analise de Complexidade
L
= Assim, podemos armazenar as solucoes
otimas de cada O(7¥) subproblema e reutiliza-
las na solucao dos problemas maiores

= Estas solucoes podem ser armazenadas
em um arranjo M/1..n,1..n/

= O custo computacional de cada M[i,j] € O(n)
= Tempo de Execucao: O rP)
= Melhoramos de expoencial para polinomial!!!



" L ,Imprimindo o Resultado

= 1
= A chamada inicial PRINT-OPTIMAL-

PARENS(c,1,n) imprime uma colocacao 6tima
dos paraténses de <A, A,,...,A>

PRINT-OPTIMAL-PARENS(c,i,j)

1if i=j

2 then print "A”,

3 else print "(*

4 PRINT-OPTIMAL-PARENS(c, i, c[i,j])

5 PRINT-OPTIMAL-PARENS(c, c[i,j] + 1, j)
6 print™)”

= A chamada PRINT-OPTIMAL-PARENS(c,1,4)
imprime ((A;A2)(AsA4))




. L ,Memoizagao (1)
1
= Computar solucao usando solucao recursiva
inicial, mas guardando os valores da matriz ja
computados para evitar processamento
desnecessario

= Adaptar a solucao recursiva para tabular as
solucoes intermediarias

= As chamadas recursivas continuam, mas nao
precisam necessariamente executar as operacoes
custosas

= No exemplo das matrizes

= Iniciar os elementos de M com « e executar Busca-
Sequencia(d, i, j)



L;

L ,Memoizagao (2)
1

Busca—-Sequéncia(d, i, j)

1 se M[i, Jj] < o entao

2 retorna m[i, J]

3 se i=7 entao

. m[(i, ]] <0

5 sendo para k < i até j-1 facga

. q < Busca-Sequéncia(d,i,k)+
Busca-Sequéncia (d, k+1, j) +d; ;d,d.

7 se g < M[i, j] entao

8 M[i,3] < g

9 retorne M[1i, J]




. ..L. IProgramag;éo Dinamica (1)

= Em geral, para aplicar PD, alguns aspectos devem
ser considerados:

= 1. Sub-estrutura 6tima: Uma solucao otima para o
problema deve ser composta de solugoes 6timas para os
seus subproblemas

= 2. Escrever uma recorréncia para determinar o valor da
solucao otima
Ivlétima = rnir‘sobre todas as escolhas de {(Soma de Ivlétima de todos os

subproblemas que resultam da escolha de k& )+ (custo associado
com a escolha de A)}

Mostrar que o numero de instancias distintas dos
subproblemas € limitado por um polindmio




..L. : Programacao Dinamica (2)
= 3. Computar o valor da solucao 6tima de maneira

bottom-up, de forma que todos os sub-resultados ja
estejam pré-computados

L

Verificar se é possivel reduzir espaco eliminando sub-resultados
gque Nao Sao Mais necessarios

Construir a solugao otima a partir da informacao pré-computada



" L .Maior Subseqiiéncia Comum

= I
= Sa0 dadas duas cadeias de caracteres

= Deseja-se estabelecer o quao semelhante elas
Sao

= Comparacao de seqiiéncias de DNA
= Correcao ortografica

= Uma medida de semelhanca é o comprimento
da Maior Subseqtiéncia Comum (MSC) entre o0s
dois



3 L ,Exemplo da Cadeia de DNA

= Uma cadeia de DNA consiste em uma cadeia de
moléculas chamadas bases que sao

= adenina, guanina, citosina e timina
pode ser expressada por {A, C, G, T}

= DNA de dois organismos S1 =
{ACCGGTCGAGTGCGCGGAAGCCGGCCGAA}Y e S2 =
{GTCGTTCGGAATGCCGTTGCTCTGTAAA}

= Comparacao de duas cadeias de DNA consiste em
determinar o quanto as duas cadeias sao semelhantes

= Medida de quanto os dois organismos estao
intimamente relacionados




L ,MSC: Definigao
=
= Z€ uma subseqiiéncia de X, se é possivel gerar Z
removendo alguns caracteres de X
= X="ACGGTTA", Y="CGTAT”,
« MSC(X,Y) = “CGTA” ou “CGTT”

» Dada uma sequéncia X=<Kypevry X outra
sequéncia Z=<z,..., 2>, Z € uma subsequéncia de X
se existe uma sequéncia crescente <iy,...,i.> de
indices de X, para todo j=1,..., kK, temos X; = Z;

s Z =<B C D, B> ¢é uma subsequéncia de X=<A4,BCB5,
DA, B> com sequéncia de indices <2,3,5,7>




5 L ,Exemplo da Cadeia de DNA

= I
= Em nosso exemplo, a cadeia mais longa €
s S1 = "ACCGGTCGAGTGCGCGGAAGCCGGCCGAA"
» S2 = "GTCGTTCGGAATGCCGTTGCTCTGTAAA"

= MSC(X, V) = “"GTCGTCGGAAGCCGGCCGAA”
= Indice de S1 = <5, 6, 7, 8, 11, 13, 14, 17, 18,..., 29>



L Usando a Forga Bruta
; -

= Enumerar todas as subsequéncias de X e conferir
cada subsequéncia para ver se ela também é uma
subsequéncia de Y

= Neste caso, deve-se armazenar a subsequéncia mais
longa encontrada

= Cada subsequéncia de X corresponde a um
subconjunto dos indices {1, 2...., m}

s Existem 27 subsequéncias de X; assim essa
abordagem exige tempo exponencial

= 0 que torna impraticavel para longas sequéncias



L ,MSC: Subestrutura Otima
.
= I
= Etapa 1: Caracterizacao de uma subsequéncia
comum mais longa

s Seja X, =X, X,..x,,7e V.=, V,..y,~
= Se x,,=y,, inclua este caractere no inicio de Z e encontre
MSC (Xm-]/ yn-])

Ou seja, o algoritmo “pula” para o proximo caractere das duas
sequéncias

= S5e X £V,

Pular um caractere de X ou de Y
Decidir o que fazer comparando MSC(X,, Y,.;) e MSC(X .., V)



" L . MSC: Recorréncia

= Etapa 2: Uma solucao recursiva para uma
subsequéncia comum mais longa

- Seja C[/, ]_7 — MSC(X,-, )fzj uma das sequéncias

tem comprimento O

: /

0 sei=0ou j=0
cli, j1=+ cli—1, j—1]+1 sei,j>0ex, =y,
kmax{c[i,j—l],c[i—l,j]} sei,j>0ex, #y,

c/i,j] define o comprimento de uma MSC das sequéncias X;e Y;



h;

IMSC: Algoritmo

MSC (X, Y, m, n)

1 para i«<1 até m faga

2 cli,0] «O

3 para j«<0 até n faga

4 c[0, 3] «<0

5 para i«<1 até m faga

6 para j«<1 até n facga

7 se x; = y; entao

. c[i, ] «cli-1,3-11+1

9 b[i,j] <" N\N”

10 senao se c[i-1,]J] =2 c[i,j-1] entao
cli,J] ¢ cl[i-1, 7]
b[i,]J] < "d"

13 senao
cli,]] ¢cl[1, 1]
bl1,]] <« "<« ”

16 retorne c, b




" L , Exemplo (1)

= Mostre como a tabela seria construida para as
seqléncias ABCBDAB e BDCABA

= Qual o tamanho da MSC encontrada?
= Qual seria a MSC?



- L ; Exemplo (2)

X = "ABCBDAB”
Y = "BDCABA”
MSC = BCBA




L , Imprimindo o Resultado

=
= O procedimento abaixo imprime uma MSC de X e
Y na ordem direta apropriada

= A chamada inicial € PRINT-MSC(b, X,
comprimento[X], comprimento[Y])

PRINT-MSC(b, X, i, j)

1 if i=0 or j=0

2 i:g?i“j]rﬁ“‘{r“ O procedimento
4 then PRINT-MSC(b, X, i-1, j-1) imprime "BCBA”
5 printX;

6 else if b[i,j] = *
7 then PRINT-MSC(b, X, i-1, j)
8 else PRINT-MSC(b, X, i, j-1)




