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Lista 6 — Produto interno e ortogonalidade —

1. Verifique, em cada um dos itens abaixo, se a aplicacao é um produto interno no espaco
vetorial V.
a) V=R wu=(z,;), w=(T212) e (u,w)=21129+ 4517, .
b) V ="P3(R), p(t) =ap+ ait + ast®> + ast®, q(t) = by + byt + bot® + b3t> e
(p,q) = aobo + a1by + asby + asbs .
c) V=MyR), ABeMyR) e (A B)=tr(ATB), onde tr(A) é o traco de A,
isto é: a soma de todos os elementos na diagonal de A.
V=R u=(r1,y1,21), w=(22,y2,2) e {(u,w) =172+ Y1y .
e) V=R u=(ri,y), w=(r2,%) e (uw)=det [351 yl]-
T2 Y2
OV =R, wu=(v1,y1,21,t1), w=(T2,%2,t2)e (u,w) = 21To+Yy1Yo+ 2122 —tilo.

2. Calcule, em cada caso, (u,v), ||u|, ||u|| e d(u,v):

a) V =R3 com o produto interno candnico, u = (1,2,1) , v = (3,4, 2).

b) V= R4, com o produto interno usual u = (1, 1, 1, 1) =(1,0,2,3).
c) V = Py(R), com produto interno {p, q fo =1+t v=>3t+3t%
d) V = M3(R), com produto interno (A B) = tr ATB [ } [ }
e) V = P,(R), com produto interno (p, q fo t)dt, uw=1+t+4t% v =2+ 5%
f) V= My(R), com produto interno (A, B) = tr(ATB), A= Lll 13}, B = E _}J

3. Verifique se o subconjunto S do espaco com produto interno V é ortogonal. Em caso
afirmativo, verifique se é ortonormal.

a) V =R3 com o produto interno usual, S = {(0,1,1) , ( 1,0)}.
b) V = P,(R), com produto interno (p,q) = fl p(t)g(t)dt, S = {t,t*}.
¢) V = M3(R), com produto interno (A, B) = tr(ATB), S = { [(1) (1)] : [8 ﬂ : [(1) (1)] }

4. Determine uma base ortonormal para cada um dos subespacos vetoriais W do espaco com
produto interno V' abaixo, utilizando o processo de Gram-Schmidt.

a) V =R* com o produto interno usual, W [(1, 1, 0,0),(0,1,2,0),(0,0,3,4)].

b) V = Py(R), com produto interno (p, q fo tydt, W =[1,1+t,t%.

c) V = M3(R), com produto interno (A, B) = tr(ATB), W = {((1) (1)) , (8 %) , <(1) ?)} .



5. Seja V um espaco vetorial real munido de produto interno, e sejam u,v € V. Mostre que
u L v se, e somente se, ||u+v|* = ||ul]® + ||v]].

6. Seja S = {(x,y,w,z) € R*: x — 2y + 2z + w = 0}. Determine uma base ortogonal de S e
uma de S+ em R*.

7. No espago P3(R), com produto interno (p, q fo t)dt, ache uma base ortonormal
de [5,1 +t]*.

8. Considere M3(R), com produto interno (A, B) = aj1b11 + a19b1a + ag1b21 + agebas, onde
A = (a;j) e B= (b;j). Seja W = {(x y) :x—i—y—z:()}.

z w
a) Determine uma base ortogonal de W,

b) Determine uma base de W+.

9. Sejam V um espaco vetorial com produto interno, T : V' — V um operador linear e
B = {v1,v,...,v,} uma base ortonormal de V. Mostre que, se A = (a;;) é a matriz de 7' na
base B, entao a;; = (T'vj,v;).

10. Seja V.= C([-1,1],R) com o produto interno (f,g) = f( Jg(t)dt. Seja W C V
o subespaco das fungoes {mpares, isto é: W = {f € V : f( ) = —f(t),vt € [-1,1]}.

Determine W+.

11. Em cada caso sao dados um espaco vetorial V', um subespago W de V e um vetor u € V.
Determine a projecao Py u de u no subespago W.

a)V =P3(R), W = P1(R), u = t*—1. Considere o produto interno (p, g) = Z p(k)q(k).
k=—2

([0,27],R), W = [1,sent,cost], u = t — 1. Considere o produto interno

fg /f £t

1
c)V ="Ps;R = [1,#?], u = t>—¢. Considere o produto interno (p, q) = / tp(t)q(t)dt.
0



